Die Gewinnung von Phaseninformation aus Intensititsdaten

(Nobel-Vortrag)**

Von Jerome Karle*

Ein Kristall ist ein Festkérper, in dem atomare oder mo-
lekulare Einheiten ein Gitter mit dreidimensionaler Peri-
odizitit bilden. Aufgrund der dreidimensionalen Periodizi-
tit kann man die Anordnung dieser Einheiten mit Fourier-
Reihen beschreiben, die in der Kristallstrukturanalyse die
Elektronendichteverteilung reprisentieren. Diese ist dqui-
valent zur Kiristallstruktur, da die Atomlagen den Berei-
chen hochster Elektronendichte entsprechen.

Die experimentelle Methode, die man bei der Kristall-
strukturanalyse anwendet, heiflt Beugung. Im Beugungsex-
periment wird die interessierende Substanz bestrahlt, und
wenn gewisse geometrische Bedingungen erfiillt sind, wer-
den die Strahlen so gebeugt, als ob sie an einer Vielzahl
von Ebenen reflektiert wiirden, die den Kristall durchzie-
hen. Die gesammelten Beugungsintensititen (oft 5000-
10000) nennt man Beugungsbild. Aus ihnen kann die Kri-
stallstruktur abgeleitet werden. Am hidufigsten werden
Rontgenstrahlen verwendet, jedoch gibt es auch Anwen-
dungsbereiche fiir Neutronen- oder Elektronenstrahlen.

Einen Einblick in Sinn und Charakter des Beugungsex-
periments er6ffnet ein Gedankenexperiment auf makro-
skopischer Ebene: Es soll die Form eines groBen Objekts,
das unseren Blicken verborgen ist, aufgekldrt werden, in-
dem wir es mit Billen bewerfen, deren Flugbahn wir genau
kennen und die von der Oberfliche perfekt reflektiert wer-
den. Weiterhin soll es moglich sein, den Einflu3 der Gravi-
tation auf die Bewegung der Bille zu minimieren und zu
korrigieren und die Flugbahnen der zuriickkehrenden
Bille zu beobachten. Uberstreicht man eine groBe Fliche
senkrecht zur Wurfrichtung und beobachtet dabei immer,
daB die Bille aus der Richtung zuriickkommen, in die sie
geworfen wurden, so ist anzunehmen, daf3 das Objekt eine
ebene Flidche hat, die zur Richtung der auftreffenden Biille
senkrecht ist. Es ist einsichtig, dal man die Gestalt eines
willkiirlich geformten Objekts ableiten kann, wenn man es
langsam dreht und die zurtickkommenden Bille beobach-
tet. Im submikroskopischen Bereich ist die Lage etwas un-
ders: Kristalle sind relativ durchlissig fiir Rontgenstrah-
len, und die Wechselwirkungen zwischen den Strahlen und
den Atomen des Kristalls unterscheiden sich von denen
der Bille mit der Oberfliche des Objekts, weil bestimmte
geometrische Bedingungen erfiillt sein miissen, damit die
Strahlen reflektiert werden. Die Wechselwirkung wird je-
doch heute verstanden, und das Gedankenexperiment
bleibt als Vergleich giiltig. Die Rontgenstrahlen entspre-
chen den Billen; ihre Wechselwirkung mit der Elektronen-
dichteverteilung im Kristall erzeugt ein Beugungsmuster,
das fiir jeden Kristall charakteristisch ist. Das Problem, vor
dem der Analytiker steht, ist, aus dem Beugungsbild den
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atomaren Aufbau des Kristalls abzuleiten, der nicht direkt
zu beobachten ist.

Wenn man aus der Intensitédtsinformation im Beugungs-
bild die Elektronendichteverteilung im Kristall mit Fou-
rier-Reihen berechnen will, ergibt sich das Problem, daf3
die Koeffizienten der Fourier-Reihen im allgemeinen kom-
plexe Zahlen sind, aus dem Beugungsbild jedoch nur ihre
Betrige erhalten werden kénnen. Die ebenfalls notwendi-
gen zugehorigen Phasen sind in einem normalen Réntgen-
beugungsexperiment anscheinend verlorengegangen. Des-
halb wurde allgemein angenommen, daf3 es unmdoglich sei,
aus dem Beugungsmuster eines Kristalls direkt seine
Struktur zu bestimmen. Dieses Problem wurde in mehreren
Schritten gelost. Zunichst erkannte man, daB die benétigte
Phaseninformation durchaus in den experimentell be-
stimmten Intensititen enthalten ist, dann wurden grundle-
gende mathematische Formeln entwickelt, die Beziehun-
gen zwischen Phasen und Intensititen, ja sogar zwischen
Phasen alleine aufzeigen, und schlieB3lich entstanden prak-
tische Verfahren zur Strukturbestimmung, Strategien, die
mehr oder weniger optimal die mathematischen Beziehun-
gen mit den entsprechend aufbereiteten experimentellen
Daten korrelieren.

Die Ergebnisse von Strukturuntersuchungen spielen fiir
viele Gebiete der wissenschaftlichen Forschung eine wich-
tige Rolle: Viele Verbindungen bilden Kristalle, angefan-
gen von Metallen und Mineralien bis hin zu Makromole-
kiilen wie Viren; die Kenntnis der Struktur erlaubt es, Zu-
sammenhiinge zwischen Struktur und Funktion zu erken-
nen, d. h. physikalische, chemische oder biologische Eigen-
schaften und Aktivitdten zu verstehen, sie gibt dem Chemi-
ker wichtige Informationen fiir Synthesen, Modifikationen
oder zu Reaktionsmechanismen, hilft dariiber hinaus bei
der Identifizierung kleinster Mengen seltener Substanzen
und liefert oft dem Theoretiker einen Ausgangspunkt fiir
seine Rechnungen. Die Strukturforschung ist eine Basis fiir
viele verwandte Disziplinen, und gerade diese Mdglichkeit
zu Kontakten mit einer Vielzahl von Gebieten hat die
Strukturaufklirung fiir mich so besonders anziehend ge-
macht.

In diesem Vortrag werden viele der in der Einleitung an-
gesprochenen Punkte ausgearbeitet, einige interessante
Anwendungen gezeigt und kurz kiinftige Mdoglichkeiten
und Forschungsschwerpunkte beschrieben werden.

Die Elektronendichteverteilung

Die Elektronendichteverteilung p(r) wird durch eine
dreidimensionale Fourier-Reihe ausgedriickt:

p(r)=¥"" i Frpexp(—2nih-r) ()]

—wh

wobei V das Volumen der Elementarzelle ist, der grundle-
genden Struktureinheit, aus der durch dreidimensional-un-
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endliche Anordnung der Kristall aufgebaut ist. Die Koeffi-
zienten

F,=1F,lexp(idn) @)

sind die Kristallstrukturfaktoren zu den durch die Vekto-
ren h bezeichneten Ebenen. Die h haben ganzzahlige
Komponenten h, k, 1, die sogenannten Miller-Indices, de-
ren Werte umgekehrt proportional zu denen der Schnitt-
punkte der jeweiligen Ebene mit den Achsen x, y bzw. z
sind. Der Winkel ¢, ist die mit F, verkniipfte Phase, r be-
stimmt die Position eines jeden Punkts in der Elementar-
zelle. F,, - E ist die Amplitude der an der Ebene h gestreu-
ten Welle, wobei E der elektrische Feldvektor des einfal-
lenden Strahls ist. Die bei der Rontgenbeugung gemesse-
nen Intensititen sind proportional zu {F,|2. Erhielte man
die Werte von ¢, auch aus dem Experiment, so kénnten
Strukturen direkt mit Gleichung (1) berechnet werden. Das
scheinbare Fehlen dieser Information brachte das soge-
nannte ,,Phasenproblem* auf.

Die Fourier-Inversion von Gleichung (1) und anschlie-
Bendes Ersetzen des Integrals durch die Summe tber die
Beitrige von N diskreten Atomen in der Elementarzelle er-
gibt fiir den Fourier-Koeffizienten

[Fulexp(ign) = E: finexp(2nih-r) 3)
j=1

worin fj,, die Streuamplitude des j-ten Atoms in der Ele-
mentarzelle bedeutet und r; seinen Ortsvektor.

Uberbestimmtheit

Die Definition der Strukturfaktoren gemdB Gleichung
(3) fiihrt zu einem Gleichungssystem, da die Beugungsin-
tensititen fiir viele h gemessen werden. Die unbekannten
GréBen in Gleichung (3) sind die Phasen ¢, und die Atom-
positionen r;. Die bekannten GroBen sind die |Fy| aus den
gemessenen Intensititen und die f;,, die sich nur unwe-
sentlich von den theoretisch berechneten atomaren Streu-
faktoren fiir freie Atome unterscheiden. Da jede Glei-
chung (3) komplexe GroBen enthilt, gibt es immer zwei
Gleichungen, eine fiir den Real-, die andere fiir den Imagi-
narteil. Das AusmaB der Uberbestimmtheit erhilt man
durch Vergleich der Anzahl unbekannter Daten mit der
Zahl der bestimmbaren unabhingigen Grdfien. Bei Ver-
wendung von Cug,-Strahlung kann die Uberbestimmtheit
fir Kristalle mit Symmetriezentrum etwa fiinfzigfach sein
und etwa fiinfundzwanzigfach fiir Kristalle ohne Symme-
triezentrum. Ublicherweise werden weniger Daten gemes-
sen, als theoretisch moglich wire, trotzdem bleibt die
Uberbestimmtheit hoch.

Einige Versuche, einige Erfolge

Es gab schon vor unseren Arbeiten Versuche, Struktur-
oder Phaseninformationen aus den Strukturfaktorglei-
chungen zu erhalten. Ott"! benutzte Gleichungen (3), um
Beziehungen zwischen den Strukturfaktoren und den Atom-
positionen abzuleiten, und zeigte, daB in einigen einfachen
Fillen die Atomkoordinaten direkt aus diesen Beziehun-
gen erhalten werden konnten. Banerjee!® entwickelte eine
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selbstkonsistente ,,Trial and error*-Methode basierend auf
Otts Ergebnissen zur Bestimmung der Phasen von zentri-
schen Strukturfaktoren, fiir die nur die Werte 0 und = in
Frage kommen. Die Zahl der Versuche wuchs jedoch sehr
schnell mit der Komplexitit des Systems, was die Methode
auf einfache Strukturen begrenzte. Avrami® arbeitete mit
Gleichungen, die Intensititen mit interatomaren Vektoren
[GL. (4)] verkniipfen. Die Lésungen dieser Gleichungen wa-
ren Wurzeln eines Polynoms, dessen Ordnung schnell mit
wachsender Komplexitit des Kristalls stieg. All diese An-
siitze konnten wegen des mit der Komplexitit wachsenden
Rechenaufwandes, ihrer Empfindlichkeit gegen experi-
mentelle Fehler und systemimmanenter Zweideutigkeiten
der Resultate nur auf die einfachsten Strukturen angewen-
det werden. Obwohl die computertechnischen Méglichkei-
ten heute um vieles groBer sind, kdnnen diese Grenzen im-
mer noch nicht verniinftig iberwunden werden.

1934 gelang A. L. Patterson ein bedeutender Fortschritt
beim Bemiihen, aus Intensititsdaten Strukturinformatio-
nen zu erhalten. Er entwickelte eine Fourier-Reihe, in der
als Koeffizienten die Quadrate der Betrige der Struktur-
faktoren enthalten sind anstelle der Strukturfaktoren
selbst. Die Phasen kénnen aus Gleichung (3) eliminiert
werden, indem man mit der konjugiert komplexen Zahl
multipliziert. Man erhalt so

N N
|Fpl?= _Z Y finfunexpnih-(r;—ry)] C))

jeml k=1

Die Fourier-Transformation von (4) ist bekannt als die Pat-
terson-Funktion' ¥

P(r)= _ithhIZCXP(—Znih-r) o)

Die Maxima der Patterson-Funktion stellen die interato-
maren Vektoren einer Struktur dar. Offensichtlich sind so
die Koeffizienten direkt aus den gemessenen Beugungsin-
tensitidten erhiltlich. Aus dieser Funktion kénnen die Posi-
tionen von Schweratomen in einer Struktur ermittelt wer-
den, wenn es nicht zu viele sind, da die zugehorigen inter-
atomaren Vektoren in einer Fourier-Synthese nach (5) do-
minieren und sich leicht in Ortsvektoren dieser Schwer-
atome umrechnen lassen. Die so erhaltenen Atomkoordina-
ten kénnen dann in Gleichung (3) eingesetzt werden, um
einen Startsatz von Phasen zu erhalten. In Abhingigkeit
von der Streukraft der Schweratome kénnen solche Rech-
nungen fiir Strukturen mit bis zu einigen hundert Atomen
eingesetzt werden. Es gibt zahlreiche Méglichkeiten, die
gesamte Struktur aus den durch die Schweratomlagen ge-
gebenen Startphasen abzuleiten. Die Patterson-Funktion
wurde und wird bei der Bestimmung von Strukturen, die
Schweratome enthalten, sehr hiufig angewendet, und ist
auch heute noch eine der wichtigsten Methoden zur Kri-
stallstrukturanalyse.

Die Schwierigkeit, die Patterson-Funktion auf Struktur-
probleme ohne schwere Atome anzuwenden, besteht in der
geringen Aufldsung und Ungenauigkeit fir N(N — 1) inter-
atomare Vektoren. Sie wird erst wieder in Verbindung mit
bekannten Atomgruppierungen anwendbar!®-®,

DaB mit der Patterson-Funktion einfache Strukturen er-
mittelt werden konnten, war ein wichtiger Schritt auf dem
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Weg zur Losung des Phasenproblems. War eine Struktur
erst einmal gelost, konnte man mit Gleichung (3) die Werte
simtlicher Phasen berechnen. Dies bedeutet aber nichts
anderes als die Phasenbestimmung aus Intensititsdaten.
Bei Verwendung der Patterson-Funktion wird zuerst die
Struktur bestimmt. Es war vorhersehbar, daB dieser Prozel
umgekehrt werden konnte, man also die Phaseninforma-
tion direkt aus den Intensitdtsdaten ableiten und daraus
die Struktur mit Hilfe von Gleichung (1) bestimmen kénn-
te. Dies geschah in der Tat. Es hat sich, einige wenige Spe-
zialfille mit Schweratomen ausgenommen, herausgestellt,
daf es einfacher ist, Phasenwerte direkt aus den gemesse-
nen Intensitdten zu entnehmen und daraus die Struktur zu
berechnen, als die Struktur aus den Intensititen ohne Ver-
wendung der Phasen zu losen.

Beziehungen zwischen Phasen und Intensitéten, die spé-
tere Entwicklungen vorwegnahmen, waren die Unglei-
chungen von Harker und Kasper®. Mit den Schwarz-Cau-
chy-Ungleichungen leiteten sie fiir den Fall kristallogra-
phischer Symmetrie einige Ungleichungen aus den Struk-
turfaktorgleichungen (3) ab. Die Harker-Kasper-Unglei-
chungen erbrachten wertvolle Erkenntnisse. Diese einfa-
chen Ausdriicke konnen sehr niitzliche Phaseninformatio-
nen liefern, wie Kasper, Lucht und Harker"™ am Beispiel
der Losung der Struktur von Decaboran zeigten. Zusitz-
lich ergab sich aus Arbeiten mit diesen Ungleichungen,
daB sie Merkmale der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf-
wiesen. Gillis'' zeigte beispielsweise, daB die Folgerungen
aus einer solchen Ungleichung auch dann mit einer gewis-
sen Wahrscheinlichkeit korrekt sind, wenn die Betrige der
Strukturfaktoren zu klein sind, um definitive Schliisse zu-
zulassen. Gillis nahm an, daf die Strukturfaktoren durch
thermische Effekte in ihrem Betrag reduziert wiirden, und
verwendete eine geeignete Funktion, um die Betrige der
Strukturfaktoren kiinstlich zu erhéhen, so daB die Unglei-
chungen anwendbar wurden. Die wahrscheinlichkeitstheo-
retische Interpretation der Ungleichungen, d. h. die Argu-
mentation, auch wenn eine Ungleichung den Wert einer
Phase nicht definitiv bestimme, sei er doch mit groBer
Wabhrscheinlichkeit richtig, blieb aber eine mogliche Alter-
native. Dies kénnte wichtig sein, weil es impliziert, daB die
Ungleichungen eine wahrscheinlichkeitstheoretische Be-
deutung haben, was ihren Anwendungsbereich vergroBern
wiirde.

Nicht-Negativitiit und allgemeine Ungleichungen

Den ersten AnstoB3, die Mathematik der Kristallstruktur-
analyse zu untersuchen, gaben unsere Erfahrungen bei der
Entwicklung eines analytischen Verfahrens, das mit Elek-
tronenbeugungsexperimenten genaue radiale Verteilungs-
funktionen fiir die Strukturbestimmung gasférmiger Mole-
kule liefern sollte. Hier trat das Problem auf, genaue Hin-
tergrundintensititen zu ermitteln, um die molekularen
Wechselwirkungsintensitfiten aus der Gesamtstreuung her-
auszufiltern. Die Fourier-Transformation der molekularen
Intensitit kann als Wahrscheinlichkeit gedeutet werden,
interatomare Abstinde in einem Molektl zu finden. Des-
halb darf diese Transformation nicht negativ sein. Daraus
folgte eine recht niitzliche Beschrinkung der Form der
Hintergrundintensitit''> ¥, Abbildung 1 zeigt eine radiale
Verteilungsfunktion fiisr H,CCF,!'¥, die aus diesem Nicht-

Angew. Chem. 98 (1986) 611-626

Negativitits-Zwang und den Abstinden im Molekiil abge-
leitet ist. Die Genauigkeit des Ergebnisses gestattete nicht
nur die Bestimmung interatomarer Gleichgewichtsabstdn-
de, sondern auch die Abschitzung von Schwingungsampli-
tuden, die mit den interatomaren Abstinden in Zusam-
menhang zu sehen sind.

HLCF, §
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Abb. 1. Die im wesentlichen nicht-negative radiale Verteilungsfunktion
(durchgezogene Linie) fiir H,CCF,;, berechnet aus den experimentellen mole-
kularen Intensititsdaten durch Abzug einer geeigneten Hintergrundkurve.
Die durchgezogene Linie gibt die Wahrscheinlichkeit an, interatomare Ab-
stinde in bestimmten Bereichen auf der horizontalen Achse zu finden. Die
punktierten Linien sind die Zerlegung der Summenwahrscheinlichkeit in ihre
Komponenten fiir einzelne interatomare Abstande. Die ,,Signale* haben eine
bestimmte, mit den Molekiilschwingungen zusammenhangende Breite. n ist
das Produkt von 1/3 (Normierungsfaktor) und der Zahl, die angibt, wie oft
der betrachtete Abstand im Molekiil vorkommt. nZ.Z; ist der theoretische
Wert der jeweiligen Fliche.

Etwa zu der Zeit, als diese Arbeiten zur Elektronenbeu-
gung an Gasen fortschritten, kam Herbert Hauptman zu
unserer Gruppe am Naval Research Center. Den Erfolg
mit dem Nicht-Negativitits-Kriterium im Blick beschlos-
sen wir zu untersuchen, inwieweit dieses Kriterium auf an-
deren Gebieten der Strukturaufklirung niitzen koénnte.
Dies fiihrte uns zur Untersuchung der Elektronendichte-
verteilung in der Umgebung freier Atome!", was durch die
Bestimmung der Elektronendichte in der Umgebung von
Argon-Atomen durch Barell und Brockway!'® eine schéne
Anwendung fand.

Wir interessierten uns auch fiir die Folgen der Anwen-
dung des Nicht-Negativitéts-Prinzips auf die Kristallstruk-
turanalyse, da die in Gleichung (1) definierte Elektronen-
dichteverteilung ebenfalls nicht negativ sein darf. Dies
fiihrte uns zu den Arbeiten von Toeplitz!'" zu Beginn dieses
Jahrhunderts iiber nicht-negative Fourier-Reihen und dar-
auffolgende Entwicklungen anderer Autoren. Wir disku-
tierten die Theorie im dreidimensionalen Raum und brach-
ten sie in eine Form, die eine besondere Bedeutung fir kri-
stallographische Daten haben sollte.

Das wesentliche Ergebnis war, da3 die notwendige und
hinreichende Bedingung fiir eine nicht-negative Elektro-
nendichte im Kristall die ist, daB ein unendliches System
von nicht-negativen Determinanten, aufgebaut aus den
Strukturfaktoren, existiert. Eine typische Determinante
ist8

Fooo F_x, F_y, . F_p

Fx, Foso Fu—x, -+ Fu_n

Fr, Fu-x, Fow - Fi_n| 20 (6)
Fu Fo_x, Fn-x, -+ Fooo
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Die Indices der ersten Spalte beginnen mit 0,0,0, sind aber
sonst beliebig. Die Indices der ersten Reihe sind denen der
ersten Spalte betragsmiBig gleich, haben aber umgekehrte
Vorzeichen. Der Index des Elements in der i-ten Reihe und
j-ten Spalte ist die Summe der Indices des ersten Elements
der i-ten Reihe und des j-ten Elements der ersten Reihe.
Die Ungleichung dritter Ordnung

Fooo F_x F_p
F. Fow Fx_a|20 U]
Frn  Fu_x Fono

enthilt eine Beziehung zwischen den Strukturfaktoren, die
eine entscheidende Rolle bei der direkten Kristallstruktur-
bestimmung gespielt hat. Dies zeigt sich beim Umschrei-
ben von (7) zu ¥

Nl=

Fooo F_u Fooo F—h+l%
_FuFui| | Fow| [Au Fow

Foo |~ Fooo

Fu

®

Fiir ungewohnlich groBe Strukturfaktoren wird die rechte
Seite von (8) klein, und es gilt

Fi = Fy Fy_«/Fooo ©®
Leicht ersichtlich folgt aus (9)

= +dn_x (10)
Dies besagt, daB bei groBen Strukturfaktoren der Wert von
¢n durch die Werte zweier anderer Phasen ausgedriickt
werden kann. Dies sieht man auch an der auf (8) beruhen-
den Konstruktion in Abbildung 2, in der & fiir Fy Fy, _/
Fooo und r fiir die rechte Seite von (8) steht, d.h. (8) ge-

schrieben ist als

[Fa—8l<r an

|Fnl \

Re

Abb. 2. Die Determinanten-Ungleichungen kdnnen in der allgemeinen Form
|Fy — 8l <r geschrieben werden. Dies bedeutet, daB F,, durch einen Kreis in
der Ebene der komplexen Zahlen mit dem Mittelpunkt 8 und dem Radius r
begrenzt ist. Bei bekanntem Betrag |F,| ist F), auf eine Linie innerhalb des
Kreises beschriinkt.

Es 1468t sich leicht zeigen!'®, daB alle Determinanten von
(6) in Form der Ungleichung (11) geschrieben werden kén-
nen. Mit steigender Ordnung der Determinanten zeigt r die
Tendenz kleiner zu werden, wodurch die Bestimmung von
¢» genauer wird. Formel (10) wird iiber den Anwendungs-
bereich der Ungleichung (8) hinaus eingesetzt. Dies liegt
an den wahrscheinlichkeitstheoretischen Merkmalen
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der Ungleichungen!'®, die besagen, daB der wahrschein-
lichste Wert fiir ¢y, der von (¢ + ¢y ) ist, und die Wahr-
scheinlichkeit abnimmt, je weiter der Wert fiir ¢, von dem
fiir (¢« +én —«) abweicht. Daher ist auch bei einem groBen
Radius r des begrenzenden Kreises der wahrscheinlichste
Wert fiir ¢, der von (9 +Ppn _x)-

Die Strukturfaktoren in Ungleichung (6) kénnen durch
nuasi-normalisierte Strukturfaktoren & ersetzt werden, die
punktférmige Atome (nur niherungsweise bei Atomen un-
gleicher Ordnungszahl) reprisentieren, anstatt Atome mit
Elektronenverteilungen.

&u=F / (E: ff.)% 2

Strukturfaktoren, die punktférmige Atome reprisentieren,
sind die normalerweise bei Phasenbestimmungen verwen-
deten GroBen. Formel (9) wird zu

ghﬁgkgh_./gooa (]3)
Fiir zentrosymmetrische Kristalle gilt

Sghﬁsgkgh_l (]4)
wobei s ,,Vorzeichen von* bedeutet: Ein Plus entspricht ei-

ner Phase von 0, ein Minus einer von n. Aus (13) folgt auch
eine eintermige Tangensformel

1€ &n_xlsin(gy +Pn_1)
1€« & _x|cos (i +dn_x)

tangy, =

1%)

Die Tangens-Formel mit der Summe iiber k Terme in Z4h-
ler und Nenner ist eine weitere Formel, die eine entschei-
dende Rolle bei der Umsetzung der Theorie zur Struktur-
bestimmung in die Praxis spielte.

Nachdem ein Satz von Ungleichungen (6) auf der Basis
der nicht-negativen Elektronendichteverteilung in einem
Kristall erhalten worden war, erschien es interessant, deren
Beziehungen zu den von Harker et al.® mit den Schwarz-
Cauchy-Ungleichungen abgeleiteten Ungleichungen zu
kldren. Es konnte gezeigt werden!'®, daB sie erhalten wer-
den, wenn man durch gewisse Beziehungen unter den
Strukturfaktoren eine geeignete Symmetrie in die Determi-
nantenungleichung dritter Ordnung einfiihrt. Diese Unter-
suchungen zeigten wie erwartet, daB fiir die Giiltigkeit der
Harker-Kasper-Ungleichungen die Nicht-Negativitit der
Elektronendichteverteilung eine notwendige Vorausset-
zung ist.

Die Vielzahl der Formeln zur Phasenbestimmung, die in
den Ungleichungen (6) enthalten sind, hat ihr Gegenstiick
in der Wahrscheinlichkeitstheorie, d. h. dhnliche Formeln
konnen aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung erhalten
werden. Thr Vorzug ist, daBl ihnen Zuverldssigkeitskriterien
zugeordnet werden kénnen. Der sinnvolle Einsatz dieser
Kriterien half bei der Uberbriickung des Grabens zwischen
der mathematischen Theorie und ihrer praktischen An-
wendung.

Es wurde bereits darauf hingewiesen, daB den Determi-
nanten wahrscheinlichkeitstheoretische Merkmale inhi-
rent sind!'”, die in der Tat direkt aus Ungleichung (11) ab-
lesbar sind. So wurden allerdings die ersten wahrscheinlich-
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keitstheoretischen Formeln nicht abgeleitet. Die Jagd nach
solchen Formeln wurde durch die Erwartung motiviert,
daB die Niitzlichkeit der aus den Ungleichungen abgeleite-
ten Formeln aufgrund der groBen Uberbestimmtheit des
Strukturproblems gesteigert werden kénnte und daB nicht
alle Punkte innerhalb des Kreises um & mit Radius r (Abb.
2) gleich wahrscheinlich wiren, und durch die Erfahrung
von Gillis""! mit Strukturfaktoren, deren Betrige zu klein
waren, um Schliisse aus den Ungleichungen zu ziehen, die
aber kiinstlich vergroBert zu richtigen Schliissen fiihrten.

Um die wahrscheinlichkeitstheoretischen Aspekte dieses
Themas zu charakterisieren, entschlossen wir uns zu-
nichst, eine Methode des ,,random walk* zu entwickeln???,
gingen sodann aber zu verknilpften Wahrscheinlichkeits-
verteilungen iiber "2, die ihren H6hepunkt in einer Mo-
nographie hatten'®”, die zum ersten Mal einen Satz von
wahrscheinlichkeitstheoretischen Formeln und Methoden
zur Losung des Phasenproblems enthielt, aber begrenzt
war auf zentrosymmetrische Kristalle. In dieser Monogra-
phie®® wurde zudem die Theorie der Invarianten und Se-
miinvarianten eingefiihrt, mit denen das Problem geldst
werden sollte, Anzahl, Art und erlaubte Werte der Phasen
zu bestimmen, die zur Ursprungsfixierung innerhalb eines
Kristalls nétig sind. Die praktischen Aspekte zur Analyse
von Kristallstrukturen ohne Symmetriezentrum wurden
spdter entwickelt, und erst 1964 konnte die erste Struktur
ohne Symmetriezentrum¥ durch die ,.direkten Metho-
den* geldst werden, die Phaseninformation direkt aus den
Beugungsintensititen entnehmen. Interessant ist, daB
neuere Entwicklungen in der Mathematik des ,,random
walk diese Technik ziemlich zuverldssig gemacht haben;
dadurch wurde das Interesse an ihrer Anwendung auf die
wahrscheinlichkeitstheoretischen Aspekte der Formeln zur
Phasenbestimmung erneut geweckt!?*),

Formeln zur Phasenbestimmung

Im folgenden werden die wichtigsten Formeln zur Pha-
senbestimmung angegeben. Sie sollten ausreichen, um das
Prinzip zu erklidren. Daneben existieren zahlreiche weitere
niitzliche Formeln, die in der angegebenen Literatur gefun-
den werden konnen.

Zentrosymmetrische Kristalle

Die Z,-Formel'?® lautet

sEnms Y EyEu_y (16)
k,

s steht fiir ,,Vorzeichen von und k, fiir die k- Werte, fiir
die |Ey| und |E, _| groB sind. Ein positives Vorzeichen
bedeutet eine Phase von 0, ein negatives eine von =n; dies
sind im zentrosymmetrischen Fall die einzig méglichen
Werte, wenn der Ursprung richtig gewahlt wurde. Die
GroBen E sind normalisierte Strukturfaktoren, die der
Wabhrscheinlichkeitstheorie entstammen; sie sind identisch
mit den quasi-normalisierten & abgesehen von einer Um-
gewichtung!?®! gewisser Teilmengen von E. Die Ableitung
der normalisierten Strukturfaktoren aus Intensititsdaten'?"
geht auf Arbeiten von Wilson zurlick™®?%, die die fritheste
Anwendung der Wahrscheinlichkeitstheorie bei der Lo-
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sung von Kiristallstrukturen sind. Gleichung (16) ist das
wahrscheinlichkeitstheoretische Aquivalent des Satzes von
Ungleichungen (8), wenn k iiber alle k, lduft. Die Wahr-
scheinlichkeitsfunktion P, (h), die die Wahrscheinlichkeit
fiir ein positives Vorzeichen von E angibt, wurde in **! vor-
gestellt. Gewdhnlich wendet man sie in der Form an, die
mit dem ,,central limit“-Theorem von Woolfson®? sowie
Cochran und Woolfson®" abgeleitet wurde,

1 1 -3
P, (h)~ -+ tanhoyo, 2|Ey| Y ExEn_y an
k
wobei
N
Go= 3 I8 18)

i=1

und Z; die Ordnungszahl des j-ten Atoms in der Elemen-
tarzelle aus N Atomen ist.

Nicht-zentrosymmetrische Kristalle
Hier gilt fir die Winkelsumme
b+ ide, (19)

und die Tangensformel lautet

S IEx En_ulsin(@h +6u—4)

tangs ~ STELEu-alcos(9u 6 0)

(20)

Die Ausdriicke (19) und (20) sind vergleichbar mit den Be-
zichungen (10) bzw. (15) und resultieren aus der Kombina-
tion einer Anzahl Terme, wenn k iiber irgendeinen defi-
nierten Satz variiert wird. Ein geeignetes MaB fiir die Zu-
verldssigkeit von (19) und (20) ist die Varianz V©%

2 ©
VT4 o@)” T (n(@/n?)
“n-l (21)
—4llo(@)™" T [fans1(@)/2n+1))

I, ist eine Bessel-Funktion mit imaginidrem Argument
ia®?, und fiir o gilt

2
o= {[g: x(h, k) cos(dx +¢n--)] (22)
+ [Z « (b, k)sin (g +¢--«)] z]%
K,

_3
x(h,k)=2030; 2 |EyExEp_4l @3

Ausdruck (21) gibt die Varianz von ¢, an, wie sie aus ei-
nem gegebenen Satz von (@ + ¢y _») erhalten wird. Diese
Varianzformel hat ihren Ursprung in einer Wahrschein-
lichkeitsverteilung (in etwas anderer Notation) von Coch-
ran™ fiir ¢,, wenn ein bestimmtes (¢y + ¢y _ ) und die zu-
gehorigen |El-Werte gegeben sind. Die Tangensformel (20)
kann auf viele Arten abgeleitet werden. Sie wurde z. B. bei
theoretischen Untersuchungen zu nicht-zentrosymmetri-
schen Raumgruppen unter Anwendung der gekoppelten
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Wabhrscheinlichkeitsverteilung®¥ und bei der Verallgemei-
nerung der Cochran-Formel® von nur einem bestimmten
¢y auf einen Satz von (¢, + ¢y —,) erhalten®>3*, Der Mit-
telwert in (19) muB im Zusammenhang mit dem Prinzip
des ,,maximum clustering** gesehen werden, d.h. der For-
derung nach minimaler Abweichung der Beitrige individu-
eller Summen (¢, + ¢y _) vom Mittelwert. Alle ¢ erhalten
Werte im Bereich von —n<0<m, und ,,maximum cluste-
ring" bedeutet Addition von 0, 27t oder —27 zu jedem
Paar (¢, + ¢y, _«). Wie dies in der Praxis durchgefiihrt wer-
den kann, wurde in ** beschrieben.

Phasenbestimmung in der Praxis

In diesem Teil werden praktische Aspekte der Phasenbe-
stimmung an der symbolischen Addition**%*¢37] der er-
sten Methode mit breiter Anwendung auf zentrosymmetri-
sche und nicht-zentrosymmetrische Kristalle, aufgezeigt.
Es waren vor allem die Bemiithungen meiner Frau, Dr. Isa-
bella Karle, die die Liicke zwischen der Mathematik der
Phasenbestimmung und der Welt der experimentellen Da-
ten und der praktischen Anwendung schlossen. Ungefahr
1956 kauften wir ein Gerét zur Réntgen-Strukturanalyse,
und Isabella Karle lernte autodidaktisch aus einem Buch
von Martin Buerger, wie sie die Daten zu sammeln und die
Beugungsaufnahmen zu interpretieren hatte. Damals ar-
beitete man vollig anders als heute, es gab praktisch keine
computerunterstiitzte Datensammlung, und die Computer
waren, verglichen mit heute, sehr primitiv. Die Intensititen
Tausender von Punkten wurden visuell mit einem kali-
brierten Vergleichsstreifen bestimmt. Heute werden die
Daten mit automatischen Diffraktometern gesammelt, wo-
bei nur zu Beginn der Mensch etwas eingreifen muf3, und
die Computer haben um GréB8enordnungen héhere Ge-
schwindigkeiten und Speicherkapazititen als vor 30 Jah-
ren. Technische Fortschritte der letzten Zeit, wie etwa Syn-
chrotron-Rontgenstrahlenquellen und Flichendetektoren,
lassen erwarten, daB kiinftig die Daten noch schneller und
einfacher gesammelt werden kdnnen. So ergeben sich ex-
perimentelle Méglichkeiten, an die man bisher nicht zu
denken wagte.

Nach der Datensammlung werden die Intensititen in
normalisierte Strukturfaktoren umgerechnet geméiB

|Eh|=|F|\|/(E i f,zn)% 29

jmt

wobei mit dem Faktor £ gewisse Untersitze von Daten neu
gewichtet werden kénnen'?®, Eine mégliche Vorgehens-
weise ist in #® angegeben.

Aus den Gleichungen (16), (19) und (20) geht hervor,
daB man die Werte einiger Phasen kennen muf}, bevor man
weitere daraus ableiten kann. Hierzu gibt es mehrere Quel-
len, angefangen mit gewissen Phasenspezifikationen durch
die Festlegung des Ursprungs der Zelle™®, iiber die Zuord-
nung von spiter auszuwertenden Symbolen zu einigen
Phasen, bis zur gelegentlichen Anwendung von Hilfsfor-
meln wie X, und Z,, die einzelne Phasen allein durch Be-
trige der Strukturfaktoren definieren™. Anzahl und Art
der ursprungsbestimmenden Phasen werden mit der eigens
zu diesem Zweck entwickelten Theorie der Invarianten
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und Semiinvarianten bestimmt. In Abhiingigkeit von der
Raumgruppe kdnnen dies null bis drei Phasen sein. Geeig-
nete Tabellen®® stehen zur Verfiigung,

Die Phasen werden schrittweise bestimmt, wobei man
anfangs nur wenige Beitrige zu (16) oder (19) kennt. Ver-
wendet man zu Beginn die mit den groBtmdglichen Betri-
gen fir die normalisierten Strukturfaktoren E verkniipften
Phasen, so garantiert dies, daB die Wahrscheinlichkeits-
maBe (17) und (21) so gut wie mdoglich sein werden. Die
hohe Uberbestimmtheit des Problems hilft zudem, daB aus
den anfiinglichen Wahrscheinlichkeiten durch das schritt-
weise Vorgehen letztlich ein verldBlicher Satz von Phasen
zur Bestimmung der Struktur resultiert. Da die Natur der
Phasenbestimmung (viele wechselseitig abhidngige Schrit-
te) inhdrent wahrscheinlichkeitstheoretisch und zuf#llig ist,
war die Entwicklung optimaler, auf experimentellen Daten
basierender Verfahren alles andere als einfach.

Unter den im Laufe einer Phasenbestimmung moglichen
Wegen sind solche mit Fallen, die beispielsweise auf einen
Weg fithren, auf dem sich die Zusammenhinge zwischen
den Phasen etwas auf Kosten der Wahrscheinlichkeitskri-
terien entwickeln. Daraus folgen leicht Schritte in die fal-
sche Richtung und zu sich aufsummierenden Fehlern, was
eher einen MiBerfolg bei der Strukturldsung zur Folge hat,
als wenn nur Wege benutzt werden, die auf den héchsten
Wahrscheinlichkeiten basieren.

Auch die Methoden zur Phasenbestimmung sind mehr-
deutig, doch 1463t sich diese Mehrdeutigkeit durch die Ver-
wendung von Symbolen kontrollieren, da die Symbole
mehr als einen Wert annehmen kénnen: Bei zentrosym-
metrischen Kristallen kann die Phase nur 0 oder = sein; bei
nicht-zentrosymmetrischen hat die Erfahrung gezeigt, daB
vier Werte, die sich um n/2 unterscheiden, ausreichen, ob-
wohl die Phasen jeden Wert zwischen © und —x haben
koénnen. Ein Vorteil der Symbole ist, daB Beziehungen zwi-
schen ihnen, die sich wihrend der Phasenbestimmung er-
geben, die Anzahl der zuzuordnenden Werte reduzieren.
Hier mufl man wiederum Vorsicht walten lassen, um zu-
verldssige Beziehungen von nicht verldfilichen zu unter-
scheiden. Im zentrosymmetrischen Fall fithrt man zunichst
die gesamte Phasenbestimmung durch, bevor man den ver-
bleibenden Symbolen einander ausschlieBende Werte zu-
weist und testet, welcher Satz eine Fourier-Reihe ergibt,
die eine chemisch sinnvolle Struktur liefert und die gemes-
senen Intensitidten gut reproduziert. Im nicht-zentrosym-
metrischen Fall verwendet die symbolische Addition zu-
nichst nur Gleichung (19). Sind ca. 100 Phasen bestimmt,
ordnet man den verbleibenden Symbolen alternative nu-
merische Werte zu und wendet Gleichung (20) zur Erweite-
rung des Phasensatzes an. Auch hier ist wieder der richtige
Satz der, dessen Fourier-Reihe ein chemisch sinnvolles Er-
gebnis liefert und mit den MeBdaten gut iibereinstimmt.
Erhilt man kein befriedigendes Ergebnis, so wahlt man am
besten einen anderen Weg fiir die Phasenbestimmung.

Die meisten nicht-zentrosymmetrischen Kristalle bediir-
fen einer zusitzlichen Spezifikation, deren Charakter sich
ebenfalls aus der Theorie der Invarianten und Semiinvari-
anten ableitet. Durch diese Spezifikation wihlt man ein
Enantiomorph oder eine Achsenrichtung oder beides. Eine
gute Methode, diese Spezifikation in der symbolischen Ad-
dition zu erreichen, ist es, die symbolische Darstellung ei-
ner Phase zu finden, die mit groBer Wahrscheinlichkeit
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deutlich von 0 oder & verschieden ist. Die Spezifikation er-
folgt dann durch die willkiirliche Zuordnung eines +-
oder —-Zeichens zu diesem Phasenwert. Die enantiomor-
phe Mehrdeutigkeit bei nicht-zentrosymmetrischen Kri-
stallen folgt daraus, daB ein solcher Kristall in Abwesen-
heit von meBbarer anomaler Dispersion das gleiche Beu-
gungsbild wie sein Spiegelbild ergibt.

Im Laufe der Phasenbestimmung kann es insbesondere
im nicht-zentrosymmetrischen Fall vorkommen, dal3 in der
Fourier-Synthese nur ein Teil des gesuchten Molekiils auf-
taucht. Dies geschieht, wenn bei der Phasenbestimmung
etwas, aber nicht alles schiefgegangen ist. Die Teilstruktur
kann als moglicherweise richtig anerkannt werden, wenn
sie chemisch verniinftig ist, d. h. wenn das Fragment sinn-
volle Verkniipfungen und akzeptable Abstinde und Win-
kel aufweist. Es wurde eine Methode entwickelt, mit der
man die gesamte Struktur aus einem Fragment ableiten
kann™, Sie beruht auf der Tangensformel (20) und wurde
viel angewendet. Mdglicherweise liegt eine solche Teil-
struktur beziiglich des Ursprungs nicht richtig. Dann kann
eine Transformationsformel“®* helfen, das Fragment an
die richtige Stelle zu bringen.

Die symbolische Addition®*3%3%3" wurde aus den Er-
fahrungen mit der Methode zur Phasenbestimmung in zen-
trosymmetrischen Fillen entwickelt, die in der Monogra-
phie®® von 1953 beschrieben ist. Zur Vorzeichenbestim-
mung wurden damals Hilfsformeln wie Z, und Z; empfoh-
leni®. Die Verwendung vorldufiger Phaseninformation aus
diesen Formeln zusammen mit Wahrscheinlichkeitskrite-
rien, die mit einzelnen Merkmalen der phasenbestimmen-
den Formeln verknipft sind, erleichterten die Anwendung
der X,-Beziehung (16). Die Kombination von Hilfsformeln
mit der Wahrscheinlichkeitstheorie reduzierte die Mehr-
deutigkeit, die bei der alleinigen Verwendung der Z,-For-
mel zusammen mit manchmal recht unempfindlichen und
so fehlleitenden Kriterien wie innerer Konsistenz erhalten
wiirde, auf ein ertrigliches MaB.

Durch das Arbeiten mit den in ** vorgestellten Metho-
den ergaben sich zwei wichtige Eigenschaften, die letztlich

. eine wichtige Rolle bei der symbolischen Addition spiel-
ten: Wenn die Wahrscheinlichkeitskriterien auf jeder Stufe
der Phasenbestimmung sorgfiltig angewendet werden,
kann man mit einem kleinen Anfangssatz von Phasen aus-
kommen. Es zeigte sich auch, dafl die Verwendung von
Symbolen die Effizienz der Methode erhéhen konnte, in-
dem mit ihren einander ausschlieBenden Werten die nicht
leicht behebbare Rest-Zweideutigkeit abgedeckt wird. Ge-
wohnlich entwickelte sich im Laufe der Phasenbestim-
mung eine ausreichende Zahl verldBlicher Beziehungen
zwischen den Symbolen, die die verschiedenen méglichen
Phasensitze auf nur einige wenige reduzierten. Eine wei-
tere Vereinfachung kann, wenn erwiinscht, mit Hilfsfor-
meln fiir die Wertezuweisung zu den am Ende der Phasen-
bestimmung verbleibenden Symbolen erreicht werden.
War die Bestimmung falsch, was manchmal bei Verwen-
dung der Hilfsformeln vorkommt, so ist kein groBes Un-
heil geschehen. Die alternativen Werte kénnen ausprobiert
werden, ohne daBl die Phasen neu bestimmt werden miis-
sen. Die symbolische Addition ist fiir zentrosymmetrische
Kristalle also das in ** beschriebene Verfahren, verein-
facht durch den Gebrauch von Symbolen und Hilfsfor-
meln am Ende statt am Anfang der Phasenbestimmung.
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Die symbolische Addition &dhnelt fiir zentrosymmetri-
sche Kristalle der Methode von Zachariasen™ in einigen
Punkten. Der Hauptunterschied ist die Verwendung von
Wahrscheinlichkeitskriterien, die jeden Schritt begleiten,
besonders zu Beginn, der konsequente Gebrauch von nur
wenigen Symbolen und die daraus resultierende Minimie-
rung der Mehrdeutigkeit der Bestimmung und Optimie-
rung der VerldBlichkeit des Ergebnisses. Andere Versuche
in den fiinfziger Jahren, z. B. von Rumanova® sowie Coch-
ran und Douglas'®, waren ebenfalls teilweise erfolgreich.
Rumanova entwickelte eine systematische Methode, um
Symmetriebeziehungen in den zentrosymmetrischen
Raumgruppen zusammen mit Gleichung (16) zu nutzen.
Sie verwendete sie in Verbindung mit der Methode von Za-
chariasen™®, Cochran und Douglas benutzten eine Variante
von (16), die auf einer Formel von Sayre!*’ basierte, in ei-
nem Verfahren, das eine groBe Menge von Vorzeichensit-
zen erzeugte, aus denen der richtige unter duBierst zweideu-
tigen Umstinden herausgesucht werden mubBite.

Die Vorgehensweise bei der symbolischen Addition fiir
zentrosymmetrische Fille wurden hauptsichlich von Isa-
bella Karle unter Verwendung der Gleichungen (19)-(21)
auf nicht-zentrosymmetrische Fille ausgedehnt®®. Es tra-
ten dabei mehrere Probleme auf: die Zuordnung und
Handhabung der Symbole, die Anwendung des Wahr-
scheinlichkeitskriteriums (21), die Anzahl von méoglichen
Werten, die den Symbolen flir Phasen, deren Werte konti-
nuierlich von = bis — n variieren, zugeordnet werden kon-
nen, die Kombination von (19) und (20) zur Phasenbestim-
mung, der richtige Gebrauch der Tangensformel zur Pha-
senverfeinerung und -erweiterung, die Entwicklung von
Techniken zur Spezifizierung eines Enantiomorphs, von
Achsen oder von beidem, und weitere Uberlegungen, wie
das Verhindern listiger Triplettphasen-Invarianten, die
ein- oder zweidimensionale zentrische Reflexe enthalten.
Diese Aspekte der symbolischen Addition sind nachzule-
sen in B und ®® und in den Veraffentlichungen zu den im
folgenden beschriebenen Anwendungen.

Ein schoner Vorzug der symbolischen Addition ist, daB
wegen ihrer Effizienz ein GroBteil der Phasenbestimmung
»per Hand* ausgefiihrt werden kann, was wir in unserem
Laboratorium jahrelang in zentrosymmetrischen Fillen ge-
tan haben. In nicht-zentrosymmetrischen Fillen bestimm-
ten wir zunichst mit Gleichung (19) etwa 100 Phasen per
Hand, bis sich niitzliche Beziehungen zwischen den Sym-
bolen ergaben. Erst wenn wir ausgewi#hlte numerische
Werte den wenigen verbleibenden Symbolen zugeordnet
hatten, wurde die Tangensformel (20) computerunterstiitzt
angewendet. Diese Effizienz ermdéglichte es auch For-
schern mit nur kleiner Rechnerkapazitit, Strukturbestim-
mungen durchzufithren, erdffnete die Mdglichkeit, den
Fortgang der Phasenbestimmung zu beeinflussen, und ist
von didaktischem Wert fiir Anfanger.

Als die Anwendung der direkten Phasenbestimmung in
den sechziger Jahren haufiger und die Strukturbestim-
mung mehr und mehr Teil der Forschung wurde, wurden
Ende der sechziger Jahre ,,Programmpakete* entwickelt,
d. h. Software zur Strukturbestimmung aus Rontgen-Beu-
gungsdaten. Unter den viel verwendeten gibt es solche, die
in nicht-zentrosymmetrischen Fillen sich ausschlieBende
numerische Werte anstelle von Symbolen benutzen, andere
behielten die Symbole bei. Programme, die die numeri-
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schen Startsitze verwenden, miissen mit der Tangensfor-
mel (20) viele solche Startsiitze erzeugen. Die Wahl der
wahrscheinlichsten Lésungen erfordert dann einen ausge-
feilten Satz von Wahrscheinlichkeitsformeln, Hilfsformeln
und Akzeptanzkriterien. Weitere Rechentechniken entstan-
den: Beispielsweise werden Zufallssdtze von Phasen als
Startwerte genommen und dann mit der Tangensformel
(20) verfeinert. Betrachtet man viele alternative Startsitze,
so erhilt man fast sicher die richtige Losung, obwohl da-
mit viel Computerarbeit verbunden ist. Es gibt auch Spezi-
alprogramme fiir Sonderfille wie die Erweiterung eines
Fragments zur richtigen Struktur.

Die vorhandenen Computerprogramme sind bei zentro- -

symmetrischen Kristallen ziemlich erfolgreich und arbei-
ten auch bei nicht-zentrosymmetrischen Kristallen mit bis
zu 100 unabhingigen Nichtwasserstoffatomen in der Ele-
mentarzelle recht gut. Manchmal erhélt man mit den Pro-
grammpaketen keine Antwort. Dann kann der Kristallo-
graph das Problem mit Sachverstand und Scharfsinn und
mit besonderen Techniken angehen, die zu speziell und
daher in iiblichen Programmpaketen nicht enthalten sind.

Einige Namen, die mit der Entwicklung und Verbrei-
tung von Programmen zur direkten Strukturbestimmung
verbunden sind, seien hier genannt: Ahmed, Andrianov,
Beurskens, Germain, Gilmore, Hall, Main, Schenk,
Sheldrick, Stewart, Viterbo und Woolfson. Unter ihren Pro-
grammen sind einige mehr, andere weniger populir. Ein-
blicke in die Inhalte und die ,Philosophie“ der Pro-
gramme kann man aus einigen Publikationen der Commis-
sion on Crystallographic Computing der International
Union of Crystallography gewinnen!*®-52,

Anwendungen

In diesem Abschnitt soll das weite Anwendungsgebiet
der direkten Methoden gezeigt werden. Die Beispiele
stammen hauptsichlich von unserer Arbeitsgruppe, sind
aber reprisentativ fir die vielen tausend Strukturen, die
pro Jahr gelost werden.

Nach der Publikation der Monographie™ wurden als
erstes in Zusammenarbeit mit Kollegen vom US Geologi-
cal Survey Colemanit’®® und Meyerhofferit® untersucht.
Diesen folgten Arbeiten von Isabella Karle z.B. an p,p'-
Dimethoxybenzophenon™! und N-Benzyl-1,4-dihydroni-
cotinamid™®®, die schlieBlich zur Methode der symboli-
schen Addition flhrten.

Friihe Anwendungen der symbolischen Addition

Cyclohexaglycyl war die erste Substanz, bei der die sym-
bolische Addition angewendet wurde. Es ist ein syntheti-
sches Polypeptid, in dem sechs Glycin-Reste einen
18gliedrigen Ring bilden. Das Polypeptid kristallisiert als
Halbhydrat in der triklinen Raumgruppe P1 mit acht Mo-
lekiilen in der Elementarzelle®® (Abb. 3). Interessant an
dieser Struktur ist, daB der 18gliedrige Ring in der Elemen-
tarzelle vier verschiedene Konformationen hat und da$
alle Wasserstoffatome, die zur Briickenbindung bef#higt
sind, dies auch tun.

- Nicht-zentrosymmetrische Kristalle sind bei Substanzen
von biochemischem Interesse recht hdufig. Die Kristall-
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Abb. 3. Die vier co-kristallisierenden Konformere von Cyclohexaglycyl. Das
Konformer oben links kommt in der Elementarzelle viermal vor, das unten
links zweimal und die anderen beiden je einmal.

struktur des Dihydrats der Aminos#ure L-Arginin®¥, das in
der Raumgruppe P2,2,2, kristallisiert, ist die erste nicht-
zentrosymmetrische Struktur, die mit den direkten Metho-
den gelost wurde. Wie in Abbildung 4 gezeigt ist, besteht
ein ausgedehntes System von Wasserstoffbriicken (gestri-
chelte Linien). Als Folge davon bilden die Arginin-Mole-
kiile eine unendliche Kette. Auch die Wasser-Molekiile
bilden Gber Wasserstoffbriicken unendliche Ketten senk-
recht zur Abbildungsebene.

Abb. 4. Die Struktur von L-Arginin-Dihydrat im Kristall, projiziert entlang
der a-Achse. Wasserstoffbrilcken sind durch gestrichelte Linien angedeutet.

Die Stereochemie von Reserpin, einem Medikament ge-
gen Hypertonie und nervése Stdrungen, war durch chemi-
sche Methoden aufgeklirt worden. Dennoch war es von
Interesse, die rdumliche Anordnung der Atome im Mole-
kal aufzukliren. Reserpin kristallisiert in der nicht-zentro-
symmetrischen Raumgruppe P2,7). Die symbolische Ad-
dition lieferte nur eine Teilstruktur, aus der die gesamte
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Struktur durch mehrmalige Anwendung der Tangensfor-
mel®” abgeleitet werden konnte. Abbildung 5 zeigt eine
Elektronendichtekarte, die die Elektronendichte in Ebenen
senkrecht zur b-Achse wiedergibt. Die Trimethoxybenzoat-
Gruppe am unteren Ende ist nahezu senkrecht zum Rest
des Molekiils angeordnet: Die Indol-Gruppe oben im Bild
ist planar, und der Dieder-Winkel zwischen den besten
Ebenen der Indol- und der Benzoat-Gruppe betrigt 82°.

Abb. 5. Elektronendichtekarne des Alkaloids Reserpin fir Ebenen senkrecht
zur b-Achse. Die Elektronen?ichtelinien haben cinen Abstand von 1¢ A~ *;
die erste Linie entspricht 1¢ A 3.

Identifizierung von Substanzen und
Aufklirung der Stereokonfiguration

Die Probleme bei der Bestimmung der Molekiilformel
und der Stereokonfiguration kénnen besonders grof3 wer-
den, wenn man nur wenig Substanz hat, die chemischen
Bindungen neuartig oder ungewéhnlich sind oder es viele
asymmetrische Zentren gibt. In solchen Fillen kann die
Kristallstrukturanalyse nicht nur hilfreich, sondern sogar
unbedingt notwendig sein. Ein Beispiel dafiir ist Batracho-
toxin, ein sehr wirksames Neurotoxin, das aus der Haut
des im tropischen Amerika lebenden Frosches Phyllobates
aurotaenia extrahiert werden kann. Indianer benutzen es
als Pfeilgift bei der Jagd. Gereinigte, in der Natur vorkom-
mende Derivate dieses Stoffes konnten durch Ethanolex-
traktion aus 8000 Froschhiuten erhalten werden. Die Men-
gen waren zu klein, um die Strukturformel mit Standard-
methoden zu bestimmen. Einige wenige, sehr kleine Kri-
stalle des O-(p-Brombenzoat)-Derivates von Batrachotoxi-
nin A, einer der isolierten Verbindungen, wurden geziich-
tet, und einer davon wurde fiir die Strukturanalyse ausge-
wihlt. Die Substanz kristallisiert in der Raumgruppe
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P2,2,2,. Die besondere Lage des Bromatoms (1/5,0, 0)
und die beschriinkte Datenmenge begrenzten die allein aus
der Lage des Bromatoms erhiltlichen Informationen iiber
die Struktur. Die Tangensformel ermdoglichte es, aus Teil-
strukturen die gesamte Struktur abzuleiten. Es zeigte sich,
daB Batrachotoxinin A ein Steroid-Alkaloid mit mehreren
neuartigen Strukturelementen war®®® (Abb. 6). Dariiber
hinaus wurden die absoluten Konfigurationen der neun
asymmetrischen Zentren, die Konformationen der sechs
Ringe, einschlieBlich des Siebenrings mit dem Stickstoff-
atom, Bindungslingen und -winkel, Torsionswinkel, die
Lage intermolekularer Wasserstoffbriicken und die Pak-
kung der Molekiile in der Elementarzelle erhalten. Die ab-
solute Konfiguration wurde durch Messen der anomalen
Streuung des Bromatoms bestimmt®*?. Mit der aus der Kri-
stallstrukturanalyse gewonnenen Information konnten die
Struktur und absolute Konfiguration von Batrachotoxin
und vielen verwandten Verbindungen einfach abgeleitet
werden!®®,

Abb. 6. Die Molekiilformel und absolute Konfiguration von Batrachotoxinin
A (R=H); die fett gezeichneten Linien liegen oberhalb der Papierebene, die
gestrichelten unterhalb.

Ein anderer kleiner Frosch, Dendrobates aurotaenia, der
in Kolumbien und Ecuador vorkommt, sondert aus seiner
Haut ein Abwehrsekret aus, das zwei toxische Alkaloide
als Hauptkomponenten enthilt, Histrionicotoxin und Di-
hydroisohistrionicotoxin. Diese Alkaloide sind mit ihrem
Spiropiperidin-System und ihren Acetylen- und Allen-Ein-
heiten recht einzigartig (Abb. 7). Die Molekiilstrukturen,
Stereokonfigurationen und absolute Konfigurationen wur-
den durch Kristallstrukturanalyse eines Hydrochlorids
und eines Hydrobromids von Histrionicotoxin und eines
Hydrochlorids der Dihydroiso-Verbindung  aufge-
klart'®*3. Die Verbindungen kristallisieren in den Raum-
gruppen C2 bzw. P2,2,2,. Sie waren die ersten Beispiele
fur das Auftreten von Acetylen- und Allen-Einheiten im
Tierreich. Spéter zeigte sich durch Massenspektrometrie
und NMR-Spektroskopie, daB sich Derivate, die in kleine-
ren Mengen vorkommen, nur im Sittigungsgrad der bei-
den Seitenketten unterscheiden®: Die Spiroringsysteme
mit der intramolekularen NH- - - O-Wasserstoffbriicke wa-
ren unverindert.

Ein weiteres Beispiel fiir die Bestimmung der Struktur-
formel und Stereokonfiguration einer unbekannten Sub-
stanz durch Rntgen-Strukturanalyse ist die Untersuchung
des Ormosia-Alkaloids Jamin. Es kristallisiert in der
Raumgruppe P1 und hat die in Abbildung 8 gezeigte
Konfiguration. Man findet sechs sechsgliedrige Ringe, von
denen fiinf in der Sessel- und einer in der Wannenkonfigu-
ration vorliegen. Die Stereokonfiguration an jedem der
sechs asymmetrischen Kohlenstoffatome ergab sich ein-
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Abb. 7. Histrionicotoxin: a) Strukturformel; d) Stereobild. Dihydroisohi-
strionicotoxin: b) Strukturformel; c) Stereobild.

fach. Die Stickstoffatome waren ebenfalls leicht zu identi-
fizieren.

Brassinolid'®*-%"! ist ein sehr wirksames Pflanzenwachs-
tumsmittel. Es ist in geringsten Mengen aktiv, etwa 1-10 ng
pro Pflanze. Brassinolid bewirkt eine ZellvergrdBerung
und regt die Zellteilung bei vielen Futterpflanzen und in
ariden Gebieten wachsenden Pflanzen an, die Ol und an-
dere energiereiche Materialien produzieren. Die Ausbeute
der Extraktion aus Pflanzenpollen ist sehr niedrig, und

Abb. 8. Die Stereokonfiguration von Jamin.
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deshalb wartete man fir breit angelegte Versuche auf die
chemische Synthese. Offensichtlich wiirden Strukturinfor-
mationen die chemische Synthese vereinfachen. Einige we-
nige Kristalle von Brassinolid standen zur Kristallstruktur-
untersuchung zur Verfiigung. Die Substanz kristallisiert in
der Raumgruppe P2,; die Analyse®® erbrachte, daB der
Steroidkern des Molekiils ein siebengliedriges Lacton als
B-Ring enthielt, ein bisher nie dagewesenes Strukturele-
ment in einem natiirlichen Steroid (Abb. 9). Das Lacton
scheint fiir die Pflanzenwachstumsférderung verantwort-
lich zu sein. Die nachfolgende Synthese zeigte, da dem
Brassinolid verwandte Substanzen leichter in grdfieren
Mengen synthetisiert werden kdnnen und daB sie das
Pflanzenwachstum entsprechend fo6rdern. Feldversuche
mit diesen Regulatoren werden zur Zeit unternommen.

Abb. 9. Molekillformel (nur C- und O-Atome) und Stereokonfiguration von
Brassinolid; der B-Ring ist ein siebengliedriger Lacton-Ring.

Es gibt noch zahlreiche Beispiele, die in diesem Kapitel
behandelt werden kénnten. Es sei jedoch darauf hingewie-
sen, daf die Ergebnisse einer Kristallstrukturanalyse h3u-
fig weit iiber die eigentliche Struktur hinaus ausgedehnt
werden kénnen. Ein hervorragendes Beispiel sind die
Strukturuntersuchungen an einigen Frosch-Toxinen, mit
deren Informationen die Molekiilformeln und Stereokonfi-
gurationen von weit iiber 200 verwandten Frosch-Toxinen
abgeleitet werden konnten!*® ),

Umlagerungen

Bei Umlagerungsreaktionen kann die Kristallstruktur-
analyse wiederum besonders niitzlich sein, da oft Produkte
entstehen, die aus groBen und unvorhersagbaren Veriande-
rungen im Ausgangsmaterial resultieren.

Abbildung 10 zeigt eine Photoreaktion mit massiver
Umlagerung. Die Kristallstrukturuntersuchung eines einzi-
gen optisch aktiven Kristalls, der aus einem racemischen
Konglomerat isoliert wurde, klirte die Strukturformel und
Konfiguration des Photoprodukts auft”®?"l, Die Substanz
kristallisiert in der Raumgruppe P2,2,2,. Die Geriistana-
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lyse ergab fiir das Photoprodukt ein Geriist aus zwei vier-
gliedrigen und zwei fiinfgliedrigen Ringen.

Abb. 10. Die photoinduzierte Umlagerung von N-(3,4-Dimethoxyphen-
ethyl)chloracetamid in ein kondensiertes System aus zwei viergliedrigen und
zwei finfgliedrigen Ringen.

Die UV-Bestrahlung von N-Chloracetyltyramin, das im
Gegensatz zum vorherigen Beispiel eine Hydroxygruppe
statt zweier Methoxygruppen am Benzolring trigt, fiihrt zu
vollig anderen Umlagerungsprodukten: Es wird HCI elimi-
niert, und zwei ungewdhnliche Photodimere entstehen, die
in Abbildung 11 gezeigt sind. Ihre Molekiilformeln und
Stereokonfigurationen sind durch Kristallstrukturanalyse
aufgeklirt worden!’?. Interessanterweise ist Dimer II sta-
biler als Dimer I, da es aus I durch weitere Bestrahlung
entsteht. Dimer I kristallisiert in der Raumgruppe P2,/c
und Dimer II in Pbca. I hat einen zentralen Kifig, be-
grenzt durch vier sechsgliedrige und zwei viergliedrige
Ringe. Jeder viergliedrige Ring ist verbogen, die Torsions-
winkel an den Ringbindungen betragen etwa 20°. Die

N—COCH,CI
R

hv

Abb. 11. Die Konfigurationen der beiden bei der Photoisomerisicrung von
N-Chloracetyltyramin entstehenden Dimere. Dimer I bildet sich aus Dimer
I bei weiterer UV-Bestrahlung. (R = H, CH,)
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sechsgliedrigen Ringe haben verzerrte Wannenkonforma-
tionen. II hat einen komplexeren, teilweise offenen Kifig,
der durch einen drei-, zwei fiinf-, zwei sechs- und einen
siebengliedrigen Ring begrenzt wird. Die sechsgliedrigen
Ringe liegen wiederum in einer verzerrten Wannenkonfor-
mation vor. Sind die Strukturen der Photoprodukte einmal
bekannt, kann man einen Reaktionsmechanismus postulie-
ren, der die Verinderungen wihrend der Umorientierung
von den Ausgangsverbindungen zu den Produkten be-
schreibt. Mogliche Mechanismen fiir die Bildung der Di-
mere I und II wurden vorgestellt”*.

UV-Bestrahlung einer L8sung von 5-Methyl-1,2-diaza-
4,6-cyclohexadien-3-on III und 2-Propen-1-ol fiihrt zu ei-
nem Cyclobutan-Additionsprodukt IV, das bei weiterer
Bestrahlung in das Molekil V mit drei Ringen ibergeht
(Abb. 12). Die Kristallstrukturanalyse’¥ von V, das in der
Raumgruppe P1 kristallisiert, zeigt, daB das Endprodukt
ein kondensiertes Ringsystem aus einem Dreiring und zwei
Fiinfringen enthilt.

* =\—0H

CH,

Z2—Z

Abb. 12. UV-Bestrahlung einer L3sung von 5-Methyl-1,2-diaza-4.6-cyclohe-
xadien-3-on III und 2-Propen-1-ol fihrt zum Cyclobutan-Additionsprodukt
IV. Bei weiterer Bestrahlung lagert sich 1V in das tricyclische Produkt V
um.

Konformation

Die Konformation von Molekiilen kann wesentlich sein
fiir ihr chemisches und physiologisches Verhalten. Kristall-
strukturuntersuchungen kdnnen bei der Beschaffung von
Informationen iiber die Konformation niitzlich sein. Man
kdnnte zu Recht einwenden, daBl biologisch aktive Sub-
stanzen im kristallinen Zustand andere Konformationen
annchmen als in Lsung. Aber es gibt zahlreiche Untersu-
chungen, die zeigen, daB die Ergebnisse einer Kristall-
strukturuntersuchung sehr wirklichkeitsnah oder nahezu
richtig sind. Die folgenden Fille seien Beispiele dazu.

Eine M6&glichkeit, im kristallinen Zustand die Gegeben-
heiten in der Ldsung nachzuahmen, ist die Cokristallisa-
tion mit relativ groBen Ldsungsmittelmengen. Solch ein
Kristall ist aus N,N-Dimethylformamid (DMF)/Wasser
kristallisiertes  [Leu’]Enkephalin(Tyr-Gly-Gly-Phe-Leu).
Endogenes Enkephalin ist ein lineares Pentapeptid, das im
Gehirn als [Leu’]Enkephalin und [Met’]Enkephalin vor-
kommt, wobei deren Verhiltnis von der jeweiligen Spezies
abhingt!’®. Beide sind recht flexibel. Daher wurde die
Strukturaufklirung von [Leu®]Enkephalin in der Hoffnung
unternommen, daraus auf wahrscheinliche Konformatio-
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nen schlieBen zu kdnnen. Die Substanz kristallisiert in
der Raumgruppe P2, mit vier Peptid-Molekiilen in der
asymmetrischen Einheit, jedes mit einer anderen Konfor-
mation”® (Abb. 13). Die groBe Menge der die Molekiile
umgebenden L&sungsmittel-Molekiile legt nahe, daB die
Verhiiltnisse denen in Lésung dhnlich sind. Die vier Kon-
formere mit ausgeprigter Skelettstruktur bilden unendli-
che antiparallele B-Faltblitter. Diejenigen, die durch eine
zweizihlige Schraubenachse miteinander verbunden sind,
sind 12 A voneinander entfernt. Seitengruppen treten unter
und iiber den p-Faltblittern hervor und sind véllig in eine
dicke Schicht von Lésungsmittel-Molekillen eingebettet,
die den Raum zwischen den p-Faltblittern ausfiillen. Der
Kristall ist nur im Kontakt mit der Mutterlauge stabil und
besteht aus recht starren Schichten von Peptid-Molekiilen,
getrennt durch mit Losungsmittel gefiillte Zwischenrume.
Viele der Losungsmittel-Molekiile sind kristallographisch
vollig fehlgeordnet. Eine asymmetrische Einheit enthilt
vier Enkephalin-Molekiile, acht Wasser-Molekiile, acht
DMF-Molekiile urid eine unbestimmte Anzahl festgeord-
neter Ldsungsmittel-Molekiile.

Abb. 13. Vier Konformationen von [Leu®|Enkepbalin, die in DMF/Wasser
auftreten. Man beachte die Ahnlichkeiten in den Skelettkonformationen und
die Unterschiede in den schwarz gezeichneten Seitenketten.

Ein Kristall von Enkephalin enthilt in der Elementar-
zelle mehr als 210 unabhingige Kohlenstoff-, Stickstoff-
und Sauerstoffatome und liegt damit zwischen den norma-
lerweise als kleine Strukturen bezeichneten (bis zu 100
Nicht-Wasserstoffatomen etwa) und den Protein-Kristal-
len (etwa 500 Nicht-Wasserstoffatome und mehr).

Die Seh-Chromophore 11-cis-Retinal und all-trans-Reti-
nal sind sowohl in den Stiibchen als auch in den Zapfchen
der Wirbeltier-Retina und in den entsprechenden Organen
von Insekten und Krustentieren’” enthalten. Die photo-
chemische Isomerisierung des 11-cis-Isomers in das all-
trans-Isomer ist ein wichtiger Schritt im Sehproze, wobei
das 1l-cis-Isomer der photochemische Sensor ist. Im
Dunklen ist 11-cis-Retinal kovalent an in der Retina vor-
kommende Proteine, bekannt als Opsine, gebunden. Sie
sind in verschiedenen Spezies unterschiedlich und kénnen
sich auch in verschiedenen Zellen der Retina unterschei-
den. Die Einzelheiten der Geometrie der Retinale waren
noch nicht bestimmt, und wegen ihrer bedeutenden biolo-
gischen Funktion wurde an 11-cis- und an all-frans-Retinal
eine Kristallstrukturanalyse vorgenommen. Besondere
VorsichtsmaBnahmen waren bei 11-cis-Retinal ndtig. Es ist
instabil gegeniiber Licht, Sauerstoff und héheren Tempe-
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raturen. Bei 20°C in Ldsung geht das cis-Isomer leicht in
das trans-Isomer diber. Glicklicherweise ist das cis-Isomer
kristallin stabiler als in Ldsung. Die Messung am cis-Iso-
mer wurde in einem lichtundurchldssigen Behalter durch-
gefithrt, der stindig mit trockenem Stickstoff gespilt
wurde und auf 16-17°C temperiert war. Die Kristallstruk-
turanalysen der 11-cis- und der all-transForm!”® " ergaben
die detaillierten Geometrien beider (Abb. 14). Auch iiber
eine unabhingig durchgefihrte Kristallstrukturanalyse
von all-trans-Retinal wurde berichtet®. Von besonderem

Abb. 14. Zwei Isomere von Retinal, die 11-cis- VI und die all-trans-Form
VIL.

Interesse war die Konformation der cis-Form, denn dar-
iiber gab es zahlreiche Spekulationen und theoretische
Vorhersagen. Das 11-cis-Retinal kristallisiert in der Raum-
gruppe P2,/c, das trans-Isomer in P2,/n. Die all-trans-Re-
tinal-Kette ist planar, die Ebene des sechsgliedrigen Rings
schlieBt mit der der Kette einen Winkel ein. Die Neigung
der beiden Ebenen wird durch den Torsionswinkel des 5-
6-7-8-Segments beschrieben, der 59° betrégt. Der Torsions-
winkel der planaren trans-Konformation betrigt 180°, der
der planaren cis-Konformation 0°. Die Konformation des
all-trans-Isomers ist typisch fiir Carotinoide. Beim Uber-
gang in das 11-cis-Retinal findet nicht nur eine 180°-Dre-
hung um die C11=C12-Bindung statt, sondern auch eine
unerwartete Drehung um 141° um die C12—-C13-Bindung.
Diese zusitzliche Rotation 15st das Problem eines zu engen
Kontakts zwischen dem Wasserstoffatom an C10 und den
Wasserstoffatomen der Methylgruppe an C13, der ohne
weitere Rotation auftrite (siche dazu Darstellung in Abb.
15). Als das Manuskript iiber die Kristallstrukturuntersu-
chung von 11-cis-Retinal gerade vorbereitet wurde, verof-
fentlichten Honig und Karplus®" eine Berechnung, in der
fiir 11-cis-Retinal eine Grundzustandskonformation ange-
geben wurde, die mit der rontgenographisch gefundenen in
Einklang steht.

Abb. 15. Konformationen von 11-cis- VI und all-trans-Retinal VII.
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Das cyclische Decapeptid Antamanid ist ein Gegengift
gegen Phalloidin, das in den tédlich wirkenden Knollen-
blitterpilzen Amanita phalloides enthalten ist. Antamanid
kann aus den gleichen Pilzen extrahiert werden, kommt
aber in sehr viel geringerem Anteil vor. Das synthetische
Analogon zu Antamanid, in dem alle vier Phenylalanyl- zu
Cyclohexylalanyl-Resten (Cha) hydriert sind, das cyclische
(ValProProAlaChaChaProProChaCha), ist nicht antito-
xisch, obwohl es wie Antamanid Ionenkomplexe bilden
kann. Eine Kiristallstrukturanalyse zur Konformationsbe-
stimmung wurde an hydriertem Antamanid als Li-Perhy-
droantamanid durchgefiihrt. Die Substanz kristallisiert in
der Raumgruppe P2,2,2,%% (Abb. 16). Das Geriist um-
schlieBt ein Li-Ion in fast der gleichen Weise wie im Li-
Antamanid. Im Li-Antamanid sind allerdings die vier Phe-
nylgruppen in Richtung des Geriists gefaltet, wodurch der
Komplex eine hydrophobe Oberfliche erhilt, wohingegen
im Li-Perhydroantamanid die vier Cyclohexyl-Einheiten
vom gefalteten Gerist weggebogen sind, so daB ein GroB-
teil dieses polaren Geriists der Umgebung ausgesetzt ist.
Als Folge davon bilden einige Teile des Skeletts, die sonst
abgeschirmt sind, Wasserstoffbriicken und Liganden, die
im Li-Antamanid-Komplex nicht auftreten kdnnen. Es
scheint, als wire die grofe Anderung der Hydrophobie im
Perhydroantamanid mit dem Verlust der biologischen Ak-
tivitit verkniipft.

Diese wenigen Beispiele zeigen nur einen sehr kleinen
Teil des groBen Gebietes der Kristallstrukturanalyse, wie
es durch Tausende von Strukturanalysen jedes Jahr belegt
wird. Sie zeigen aber dennoch, wie die Kristallstrukturbe-
stimmung eine wichtige und oftmals nicht zu ersetzende
Rolle in der Forschung spielen kann.

Analyse einer makromolekularen Struktur:
gegenwiirtige Interessen

Die Strukturanalyse von Makromolekiilen, das heiBt
Molekiilen mit 500 Nicht-Wasserstoffatomen und mehr,
wird durch die Verwendung von speziellen Schweratom-
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methoden erleichtert, die unter den Namen ,,anomale Di-
spersion* und ,,isomorpher Ersatz‘* bekannt sind. Schwer-
atome konnen oft in Makromolekille eingelagert werden,
ohne die Struktur allzusehr zu stéren. Daher bewihrten
sich die Techniken der anomalen Dispersion und des iso-
morphen Ersatzes bei der Strukturbestimmung an natiirli-
chen (unsubstituierten) Makromolekiilen.

Die Effekte der anomalen Dispersion beruhen darauf,
daB die atomaren Streufaktoren f, die in Gleichung (3) ein-
gesetzt werden, im allgemeinen komplexe Zahlen sind, de-
finiert durch

f=f 41 4if” 25)

worin f’ und " der Real- bzw. Imaginarteil der Korrektur
von f" sind und als Beitrag der anomalen Dispersion ge-
deutet werden. Den Streufaktor f erhilt man aus Rech-
nungen, in denen angenommen wird, daB die Frequenz der
Strahlung viel groBer ist als die Absorptionsfrequenzen der
streuenden Atome. Ein signifikanter imaginirer Anteil in
Streufaktoren, wie er gewdhnlich bei schwereren Atomen
und den gebriuchlichen Wellenlidngen auftritt, fihrt dazu,
daB die Intensitét eines azentrischen Reflexes h im allge-
meinen verschieden ist von der des Reflexes — h. Die Tat-
sache, daBl I, +1I_, ist, ist die Grundlage fiir eine in der
Strukturanalyse weit verbreitete Technik!®>.

Abb. 16. a) Dic Phenylringe im biolo-
gisch aktiven Li- oder Na-Komplex
von Antamanid sind um das Skelett
gefaltet, wodurch eine lipophile Ober-
flache entsteht. b) Im inaktiven Analo-
gon Li-Perhydroantamanid sind die
Cyclohexylgruppen weggeklappt, wo-
durch das Peptidskelett der Umge-
bung ausgesetzt wird.

Kristalle, die gleiche Zellgeometrie bei unterschiedlicher
chemischer Zusammensetzung haben, nennt man iso-
morph. Da es oft mdglich ist, in Makromolekiile ohne
groBe Verénderung der Struktur schwere Atome einzubau-
en, kdnnen solche Molekille in guter Naherung als iso-
morph angesehen werden. Die Methode der Phasenbe-
stimmung, die auf einer isomorphen Struktur basiert,
nennt man ,,Single Isomorphous Replacement*-Methode
(SIR); sind mehrere isomorphe Strukturen zugénglich, so
spricht man von der ,Multiple Isomorphous Replace-
ment“‘-Methode (MIR). Sind zwei isomorphe Strukturen
zentrosymmetrisch, so kdnnen die Vorzeichen der Struk-
turfaktoren fiir beide Kristalle bestimmt werden. In der
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Praxis bleiben einige Vorzeichen wegen experimenteller
Fehler und des Auftretens kleiner Strukturfaktoren unbe-
stimmt. Bilden zwei nicht-zentrosymmetrische Kristalle ein
isomorphes Paar, so ergibt die Analyse eine Doppeldeutig-
keit wahrend der Phasenbestimmung. Es kann jedoch ein-
fach gezeigt werden, daB bei nicht-zentrosymmetrischen
Kristallen viele Phasen eindeutig bestimmt werden k&n-
nen, wenn Teilstrukturen bekannt sind®¥. Solche Phasen
liegen entweder nahe am Wert fiir die ersetzten Atome
oder um 7 verschoben. Es gibt einige Methoden, der iso-
morphen Substitution die Zweideutigkeit zu nehmen, z. B.
die Zuhilfenahme einer zweiten isomorphen Substitution
oder die zusitzliche Anwendung der anomalen Disper-
sion.

MIR, manchmal zusammen mit der anomalen Disper-
sion, ist die Technik, die in den vergangenen 25 Jahren zu
einem enormen Fortschritt in der Strukturaufklirung von
biologisch interessanten Makromolekiilen gefiihrt hat.
Frihe theoretische Abhandlungen, die diese Entwicklung
forderten, stammen von Patterson'*! und Bijvoet'™s. Mit
den Schweratomen, die normalerweise in die makromole-
kularen Strukturen eingebaut werden, kann es zu ausge-
prigter anomaler Dispersion kommen, so daB die Daten-
sammlungen fiir die anomale Dispersion und den isomor-
phen Ersatz kombiniert werden kénnen.

Mein Interesse an den Techniken der anomalen Disper-
sion und des isomorphen Ersatzes wurde durch eine Ent-
wicklung in unserer Gruppe neu geweckt, die die Aussage-
kraft der Technik der anomalen Dispersion in der Struk-
turaufklirung erneut demonstrierte. Die Struktur des Pro-
teins Crambin 16sten Hendrickson und Teeter® mit Hilfe
der anomalen Dispersion von sechs Schwefelatomen in
drei Disulfid-Briicken. Das Experiment wurde als Einwel-
lenlangenuntersuchung mit Cug,-Strahlung ausgefiihrt,
deren Wellenliéinge weit von der Absorptionskante von
Schwefel bei 5.02 A entfernt ist. Dieser Erfolg mit der nur
schwachen anomalen Streuung der Schwefelatome, ver-
bunden mit dem groBen Abstand zwischen der Absorp-
tionswellenlinge und der Wellenlinge der Cug,-Strah-
lung, regte mich an, ein Programm zur Erforschung theore-
tischer Aspekte sowohl der Einfach- und Mehrfachwellen-
lingentechnik bei der anomalen Dispersion als auch
gleichzeitig des isomorphen Ersatzes ins Leben zu rufen.

Eine Untersuchung befaBte sich mit der exakten alge-
braischen Analyse der Einfach- und Mehrfachwellenlan-
gentechnik®” unter Verwendung der Strukturfaktorglei-
chungen (3), in denen die atomaren Streufaktoren gemif
Gleichung (25) komplex sind. Die geeigneten Strukturfak-
torgleichungen werden als Gleichungssystem behandelt,
und der Schliissel zur endgiltigen Form der Gleichungen
war die Separierung der Beitrige der normalen atomaren
Streufaktoren f" von denen der realen und imaginiren
Korrekturglieder zu ", also von f’ und f”. Ein einfaches
Ergebnis der algebraischen Analyse fiir eine Struktur aus
Atomen mit normaler Streuung und einer Atomsorte mit
anomaler Streuung ist

Fanl? =IFT a2+ {1 + (2.0 /f50) [(F2.0/5.0) +2cO88pa nlt IFLui?
+2[1+(f32.n/f20) c0s 512 n] IFLnl [F5 nlcos (@7 —¢5.4)
+2(f32.0/f3)5in81 2w [Flul IFSnlsin (@7 o —¢3s) (26)
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|Fsnl? ist das Quadrat der gemessenen GroBe des Struktur-
faktors bei der Wellenlinge A, |IF?,]* das Quadrat des
Strukturfaktors der normal streuenden Atome und |Fj ,|?
das Quadrat des Strukturfaktors der anomal streuenden
Atome, die aber als normal streuende Atome behandelt
werden. Die gemessenen [F;,|* sind fir Schwingungsef-
fekte korrigiert, die auch in |F],|? und |F3,[? fehlen. Die
GroBen f3; 5, und 8,;., sind fiir ein bestimmtes A definiert
als

1

.0 =000+ (50T @n
und
Siw=tan~"(f; n/fijn) (28)

Die ' und f” sind tabelliert®. Die Phasenwinkel ¢7,
und @3, sind die zu |F],| bzw. |F},| gehérenden Win-
kel. '

Aus (26) kdnnen vier Gleichungen abgeleitet werden,
wenn man die anomale Dispersion bei zwei verschiedenen
Wellenlingen untersucht und die Intensititen der Reflexe
zu h und — h mifit. Die Gleichungen sind linear, wenn die
vier GroBen IFTnl% 1FS,1% IF}, IFS,icos(@]n —03n)
und [F},1IF3,/sin(¢}, —@5,) als Unbekannte gewihit
werden. Es empfiehlt sich, die quadratische Beziehung
(sin’¢ +cos’¢=1) zu addieren und die Gleichungen mit
,Hleast squares*-Verfahren zu l8sen.

Es wurde auch eine allgemeine Analyse fiir eine belie-
bige Anzahl und Art anomaler Streuer durchgefiihrt!®”).
Diese allgemeine Formulierung hat einige Vorteile, wie an
dem einfachen Satz simultaner Gleichungen zu sehen ist,
der aus Gleichung (26) mit mehreren Wellenlingen und
Messung der jeweiligen Intensititen bei h und —h gebil-
det wird. Die unbekannten GréBen sind Streuintensititen
und Phasendifferenzen, die alle mit der normalen Streuung
verkniipft sind. Die Intensitéiten sind die, die man von den
einzelnen Atomtypen erhalten wiirde, wenn sie jeweils von
allen anderen isoliert wiiren. Aus den Intensitéiten fiir eine
Atomart kann die Teilstruktur dieser Atomart bestimmt
und daraus leicht die gesamte Struktur abgeleitet werden.
Die Beitrige der anomalen Streuung gehen in die simul-
tanen Gleichungen in Form tabellierter, bekannter Gré8en
ein. Mit geeigneter Definition der unbekannten GrdBen
sind die simultanen Gleichungen linear. Es ist sinnvoll,
auch die quadratischen Beziechungen zwischen den unbe-
kannten Phasendifferenzen einzufiihren. Das System si-
multaner Gleichungen enth#lt keine N#herungen und
bleibt fiir jedwede Anzahl und Art anomaler Streuer giil-
tig.

Eine weitere Eigenschaft der Gleichungen (26) ist, daB
bei der normalen Analyse mit nur einer Wellenldnge die
anomale Streuung zu dem SchluB fiihrt, daB eine Doppel-
deutigkeit bei der Bestimmung gewisser Phasendifferenzen
besteht. Kiirzlich wurde gezeigt®™), daB Informationen, die
in den gemessenen Intensitdten |F,,|> und |F,;|? enthalten
sind und aus denen ungefihre Informationen iiber |F} ,|?
und |F§, 1> abgeleitet werden kdnnen, mit Gleichung (26)
far h und — h benutzt werden kdnnen, um eindeutige oder
nahezu eindeutige Werte fiir die Phasendifferenzen, die in
(26) auftreten, mit guter Genauigkeit zu bestimmen. Dieses
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wurde im besonderen fiir Einwellenlingenexperimente ge-
zeigt, wenn nur eine Art oder zumindest eine einzige iiber-
wiegende Art anomaler Streuer in der Verbindung vorhan-
den ist. Es sollte allgemeiner giiltig sein. Hauptman™"
zeigte schon frither die Eindeutigkeit eines Einwellenlin-
genexperiments zur anomalen Streuung an den eindeuti-
gen Werten von Triplettphasen-Invarianten.

Eine zweite Eigenschaft der Gleichungen (26) und ihrer
Verallgemeinerung auf viele Arten anomaler Streuer hangt
damit zusammen, daBl anomale Streuer in Form von
Schweratomen oft in Substanzen eingefiigt werden, die
selbst normal streuen. In diesem Fall entsprechen die In-
tensitdtsdaten fiir das urspriingliche Material den |F} ,}? in
Gleichung (26), wodurch die Zahl der unbekannten Gro-
3en verringert wird.

Eine andere theoretische Studie, die die Bedeutung der
anomalen Dispersion und des isomorphen Ersatzes bei der
Phasenbestimmung kliren sollte, betrifft die Entwicklung
von Formeln zur Bestimmung der Triplettphasen-Invarian-
ten. Das sind die Summen dreier Phasen, deren Indices
sich zu Null addieren, z. B. ¢y, + ¢, + ¢y . x- Im allgemeinen
wird fiir die Summe der Indices das Vorzeichen der jeweils
zugehdrigen Phase verwendet, d. h. ¢y, + ¢y — @y + ist eben-
falls eine Invariante. Man bemerke, daB3 in den Gleichun-
gen (10) und (19), den Winkelsummengleichungen, Tri-
plettphasen-Invarianten vorkommen.

Auf zwei Wegen wurde kiirzlich versucht, Triplettpha-
sen-Invarianten aus den Daten mit isomorphem Ersatz
und anomaler Dispersion zu erhalten. Einer basiert auf der
Mathematik der vereinigten Wahrscheinlichkeitsverteilung
von Hauptman fiir isomorphen Ersatz”®" und fiir anomale
Dispersion®”, einer dhnlichen Theorie fiir anomale Di-
spersion von Giacovazzo™ und einer Theorie fiir beide
Methoden von Pontenagel, Krabbendam, Peerdeman und
Kroon'™. Eine neue Untersuchung von Fortier, Moore und
Fraser® zur Bestimmung von Triplettphasen-Invarianten
bei isomorphem Ersatz, wenn die Schweratomstruktur be-
kannt ist, zeigt die Leistungsfahigkeit dieser Methode.

Ein zweiter Weg zur Bestimmung von Triplettphasen-In-
varianten aus dem isomorphen Ersatz und der anomalen
Dispersion interessiert mich seit in paar Jahren. Am An-
fang stand die Entwicklung von Formeln unter Verwen-
dung von niherungsweisen, aber einfachen algebraischen
Manipulationen, die auf gewissen mathematischen und
physikalischen Charakteristika der beiden Techniken!®*-**
beruhten. Darauf folgte die algebraische Analyset®-%7-%%,
die hohe Genauigkeit mit vielen der vorgeschlagenen For-
meln erwarten lieB.

Zur Entwicklung optimaler Strategien mit den Triplett-
phasen-Invarianten sind noch praktische Erfahrungen not-
wendig. Ist die Teilstruktur der Schweratome (anomalie
Streuer) bekannt, kédnnen auf mehrere Arten Werte von in-
dividuellen Phasen bestimmt werden®#-8 In diesem
Fall wiirden die Triplettphasen-Invarianten wohl haupt-
sichlich zur Phasenerweiterung und -verfeinerung ange-
wendet. Ist dagegen die Schweratomteilstruktur nicht be-
kannt und nicht aufzukliren, konnten die Triplettphasen-
Invarianten eine entscheidende Rolle bei der Strukturl-
sung, spielen, da sie ohne Kenntnis der Substruktur erhal-
ten werden kdnnen.

Die wachsende Mdglichkeit zu Mehrwellenldngenexpe-
rimenten zur anomalen Dispersion mit hochintensiven und
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durchstimmbaren Rontgenstrahlquellen (Synchrotronen)
sollte die Umsetzung der neuen theoretischen Formeln in
die Praxis erleichtern. Verbunden mit den grofien Fort-
schritten der Computertechnik sollten die neuen Theorien
die Losung makromolekularer Strukturen erleichtern kon-
nen.

Eingegangen am 30. Januar 1986 [A 582]
Ubersetzt von Dr. Eleonore Raabe, Mulheim an der Ruhr
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